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1) Keyfi {D;};en kiimeler ailesi igin

Co = Dy

k—1
Cr = Di\ (U C’i> (her k£ > 0 i¢in)
=0

seklinde tanimlanan bir {C;};en kiimeler ailesini goz Oniine alalim. U C; = U D; oldugunu

1€N €N

gosteriniz.

Yanit: Iki taraflh kapsama ile hemen gorebiliriz. Ama ¢oziimden 6nce soruyu biraz anlayalm.

(Siz de liitfen boyle yapin, anlamadigimiz soruyu ¢ozemezsiniz!!!). Yani C; ler nasil kiimeler onu

anlayalim. Ilk bir kac¢ kiimeyi yazmak faydali olur.

Cy = Dy (bize verilen)

O, = D\\Cy=D\ Dy

Cy = Dy\(CoUCY) = Dy\ (DU (D1 \ Dy)) = Dy \ Dy

Oy = Dy\ (CoUCUCy) = Dy \ (Do U (D \ Do) U(Dy\ Dy)) = D3\ Dy

On = Dn\Dn—l

seklindedir. Bu gozlemden sonra ¢oziime odaklanalim:

a.)

b.)

Ik olarak U C; C U D; oldugunu gorelim. x € U C; olsun. Bu durumda 45 € N oyle ki
i€N ieN ieN
j-1
x € Cj olur. (Bilegimin tanimi). Bu ise x € D; ve x ¢ U C; anlamina gelir. Aslinda bizim

=0
icin onemli olan x € D; olmasi clinkii  eleman1 D; lerin bir tanesine ait ise bilesime de aittir,

yani x € U D; olur. Dolayisiyla U C; C U D; elde edilir.

ieN ieN ieN
Simdi diger kapsamay1, yani UD" - UCZ' oldugunu gorelim. Yine y € UDi olsun.
ieN ieN ieN

Bilegimin tamimindan dk € N 6yleki y € D, dir. Bu sekilde ¢ok sayida k dogal sayist

olabilir. Biz bu gekildeki &k larin en kiig¢iigiinii alalim. Yani y sayisi i¢in

ygDOa y€D17€D27"'7 yng—l fakatyeDk

olur. y € Dy ve y € Dj_; oldugundan, yukarida yaptigimiz gozlemden y € Dy, \ Dy_1 = Ck
olur. Buradan da y € |J;2, C; elde edilir.



2) f1, 02 € X x X denklik bagmtilar: veriliyor. Buna gore,

a) B, ', 81U By ve B N By bagmtilarinin denklik bagmtist olup olmadigim inceleyiniz.
Yanit: Once adi gecen bagintilar: acik olarak yazalim:

o 371 :={(a,b) € X x X | (b,a) € B},

e f1UBy:={(a,b) € X x X | (a,b) € B; yada (a,b) € Ba},

e /1NpBy:={(a,b) € X x X | (a,b) € B ve (a,b) € B},

dir. Verilen {i¢ bagintinin da yansiyan oldugu agiktir. Ciinki Va € X i¢in (a,a) € f
oldugundan (a,a) € B;' dir. Aym sekilde (a,a) € B, ; oldugundan (a,a) € £ U 3y ve
(a,a) € f1 N By dir. Yine verilen {i¢ bagint1 da simetriktir. Ciinkii

* (z,y) € B! ise (y,r) € B (ters bagmt1 tammi, yukarida da yazdik). (; simetrik
oldugundan (x,y) € 3 dolayisiyla (y,x) € ;! olur.

* Bilegim i¢in ise: (x,y) € B U By ise bilegimin tanimmudan (z,y) € £y ya da (x,y) € [s
dir. Bu bagmtilarin ikisi de simetrik oldugundan (y,z) € p; ya da (y,z) € po dir. (Yani
(x,y) € By ise (y,x) € By ve (x,y) € By ise (y,x) € P dir.). Dolayisiyla hangisi olursa
olsun (y,z) € 51 U B, olur.

* Arakesite bakalim. (z,y) € f; N By olsun. Tammdan (z,y) € B ve (x,y) € fo dir. Bu
bagintilar da simetrik oldugundan (y,z) € By ve (y,x) € 52 dolaysiyla (y,x) € 51 N Py

olur. U¢ bagmti da simetriktir.
Simdi gegiskenlige bakalim:

* (1,y), (y,2) € B ise ters bagint1 tanimindan (y, z), (z,y) € B dir. ) gecisken oldugundan
(z,2) € B ve ters tanimindan (z, z) € By * olur. Yani eger bagint1 gecisken ise ters baginti
da gegiskendir.

* Bilegim i¢in ise (x,y), (y,2) € /1 U Py ise (x,y) € B ve (y, z) € P2 olmasinda bir mahzur
yoktur. Bu durumda ise bilegim gecisken olamaz. Ornegin X := {z,y,2} ve f; =
{(2,2), (5, 9), (2, 2), (z,9), (y,2)} ve fa :={(z,2), (), (2,2), (y,2), (z,y) } olabilir. Bu
iki bagit1 da kolayca gorebileceginiz gibi denklik bagimtisidir. Ama bilegsim olamaz,
ciinkii gecigken degildir. (x,y), (v, 2) € 51U P2 olmasima karsin (z, z) & ;U Sy dir. Sonug
olarak gecisken bagintilarin bilegimleri gecisken olmak zorunda degildir. Dolayisiyla
denkilik bagmmtialrinin bilesimi de denklik bagintisi olmaz zorunda degildir.

* Arakesitde ise bilesimde olugan durum miimkiin degildir. (z,y), (y,2) € B N By ise
arakesit tammmdan (z,y), (v, 2) € f1 ve (z,y), (v, 2) € B dir. Bu bagintilarda gegisken
oldugundan (z, z) € 8 ve (z,2) € P2 dolaysiyla (z,2) € 81 N Py olur.

Yukarida verilen tatigmay1 6zetlecek olursak, 51, 82 bir X kiimesi tizerinde iki denklik bagintisi
ise 3! ve BN B, bagmtilar: da X de birer denklik bagintisi ve 3; U3, ise bir denklik bagintisi

olmak zorunda degildir.



b) B={(z,y) € R xR |2*> -z =y? — y} denklik bagintis1 olmak iizere keyfi bir a € R i¢in [d]

denklik sinifim1 belirleyiniz ve eleman sayisini bulunuz.

Yanit: Bildiginiz gibi a nin denklik sinifi ya da denklik boliigii
la] :={z eR | (a,2) € B}
seklindeydi. Qimdi bu tanimi bize konu olan bagintiya uygularsak
(a,2)€B & 2 —ax=a"—a & 2> —z—a*+a=0

dir. Bu son denklemi ¢ozersek © = a ve x = 1 — a bulunur. Yani eger a # 1 — a ise a nin

denklik sifi [a] = {a,1 — a} bulunur. Eger a = 1 —a ise a = 1 olur. Yani [1] = {1}

bulunur. Ozetle

{a,1—a} a#
(3} a-

olur. Devamla a # 3 ise [a] kiimesi iki elemanh ve a = 1 ise [a] kiimesi tek elemanhdr.

a] =

NI N

3) X={f|f:R—{0,1}} olmak {izere

1, €A
0, z¢ A

F:PR) = X, F(A)()=

( F(A) € X oldugundan F(A) : R — {0,1} seklinde tamim yukarida verilen fonksiyondur)

seklinde tanimlanan F' fonksiyonunun tersini bulunuz.

Yanit: Gerekli degil ama fonksiyonu yakindan tanimak icin 1-1 ve orten oldugunu gorelim. 1-1
lik igin bildiginiz gibi A, B € P(R) i¢in F(A) = F(B) ise A = B oldugunu gormeliyiz. Tanima
gore F'(A) ve F(B) fonksiyondur, hatta F'(A), F(B) : R — {0, 1} ve tanimlar1 soruda verildigi gibi

1, z€ A 1, zeB
r € Rigin F(A)(x) = ve F(B)(z) = dir. Tanim ve deger kiimeleri
07 X ¢ A 0, xr ¢ B

ayni1 ve Vz € R igin F(A)(z) = F(B)(z) oldugundan F(A)~'(1) = F(B) (1) olmahdiwr. (Ters
fonksiyondan degil de 1 € {0,1} in F'(A) ve F(B) altinda fonsiyonlar: altinda ters gériintiisiinden
bahsediyoruz.). Buradan da A = B elde edilir, ¢iinkii F'(A) fonksiyonu altinda 1 e giden elemanlar
A kiimesi ve F(B) fonksiyonu altinda 1 e giden elemanlar B kiimesidir. Ortenlik iginise f € X
icin F'(C) = f olacak sekilde bir C' € P(R) bulmaliyiz. Fonksiyonun taninu ile kargilagtirildiginda
C = f71(1) oldugu agiktir. Yani F fonksiyonu 1-1 ve ortendir. Tersi nasil buluyorduk F(z) =y
denklemini ¢bzerek, bizim soruda x yerine kiime var bunu Z ile gosterelim ve y : R — {0, 1} bir
fonksiyon bunu da g ile gosterelim. O halde F(Z) = g denkleminin ¢6ziimii yukarida yaptigimiz
gibi Z = ¢g71(1) dir. O halde ters fonksiyon F'~': X — P(R), F~!'(f)= f~*(1) dir. (f de ki -1

ters goriintii anlaminda).



4) a) Asagida verilen 6nermelerin dogruluk degerlerini bulunuz ve nedenlerini bir ciimle ile agiklayiniz.

i) z € R olmak iizere Vx [(z* = —1) = (z > 0)].

Yamt: Gergel sayilarda 22 = —1 olacak sekilde bir 2 olmadig icin kontrol edilecek bir sey

de yoktur. Bu onerme dogrudur.

ii) x,y € Z olmak iizere IxVy [\/a? +y? e Z] .
Yamt: © =0 € Z alinwrsa y € Z ne olursa olsun /22 + y? = |y| € Z oldugundan bu 6nerme
de dogrudur.

b) (pV ¢q) = (p Ar) énermesinin degilini yaziniz.

Yanit: Once su gozlemi yapahm: p = ¢ = (~ p) V ¢ denkligi kolayca dogruluk tablosu ile

pla|p=p|(~p Vg
D|D D D
goriilebilir. | D | Y Y Y Bu gozlemden sonra De Morgan kurali yardimiyla
Y | D D D
Y|Y D D

~[(pva) = (pAr)=~[~ @V VAT)]={@VON~ (pAT)= VG (~p)V(~T)
= qV[(pVa)A(~ )] = [gV(pV AV (~ )] = (pVg)[gV(~ )] =~ ((~ p)Vr)Vg = (~ pVr) = ¢

(1)

5) a) X ={x€Z|1<z <60} kiimesi tizerinde 5 = {(x,y) : x |y (x, y’'yi tam biler) } C X x X
seklinde tamimli 5 siralama bagmtisinin (varsa) biiyiikge, kiigiikge, en biiyiik ve en kiigiik

elemanlarini bulunuz.

Yanmit: a,b € X icina <b < (a,b) € § < alb oldugundan 30 dan biiyiik sayilarin hepsi
biiyiikgedir. Ciinkii 30 dan biiyiik sayimin en kiigiik kat1 (2 kat1) 60 dan biiyiiktiir. Ote yandan
30 dan egit-kiigiik bir saymnin iki kat1 60 dan egit-kii¢lik oldugu icin 30 dan esit kiiciik hi¢bir
say1 biiylikce olamaz. En biiyiik 6gede biiytlikce ogeler arasinda olacagindan 30 dan biiyiik iki
say1 aldigimizda bu iki sayidan biri digerinden biiyiik olamaz, ¢iinkii biribirlerini bolmezler.
O halde bir en biiyiikk 6ge yoktur. Diger yandan bir asal saymin da 1 den ve kendisinden
bagka boleni olmadigindan 60 dan kiciik biitiin asal sayilar kiiciikgedir. Devamla en kiigiik
6ge de kiiciikge Ogeler arasinda oldugundan (X deki asal sayilar) ve iki asal sayinin birinin

digerini bolmesi de so6z konusu olmadigindan en kiiciik oge yoktur. Ozetle
Biiytikce 6geler = {31, 32, 33,34, 35,...,56,57,58,59,60}

Kiiciikce dgeler = {2,3,5,7,11,13,17, 19,23, 29, 31, 37, 41, 47, 53, 59}



b) A = {p € X | pasal sayr} C X kiimesinin (varsa) alt siurlari kiimesini, iist sinirlar

kiimesini, ebas ve ekiisiinii bulunuz.

Yanit: Kolayca gorebileceginiz gibi A kiimesinin ne st sinir1 ne de bir alt siir1 vardir,
dolayisiyla bu kiimenin ekiis ve ebasi yoktur. A kiimesinin bir tist sinir1 A kiimesi 60 dan
kiigiik asal sayilardan olustugu icin bu kiimenin bir tist sinir1 60 dan kiigiik asal sayilarin bir
ortak katidir. Fakat bu ortak kat da 60 dan biiylik olacagindandan st simirlar kiimesi bog
kiimedir. Alt simirlar kiimesi ise bu asal sayilarin bir ortak bolenidir. Kiimede 1 olmadigindan
bir ortak bolen de bulunamaz, yani alt siniralr kiimesi de bog kiimedir. Dolayisiyla hem abas

her de ekiis yoktur.

Not: Her soru esit puan olup sinav siiresi 90 dakikadir. Basarilar dilerim.



